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요 약

본 논문에서는 임베디드 시스템에서의 양자화 기계학습을 수행할 경우 발생하는 양자화 오차를 효과적으로 보상하기 위한 방법론을

제안한다. 경사 도함수(Gradient)를 사용하는 기계학습이나 비선형 신호처리 알고리즘에서 양자화 오차는 경사 도함수의 조기 소산

(Early Vanishing Gradient)을 야기하여 전체적인 알고리즘의 성능 하락을 가져온다. 이를 보상하기 위하여 경사 도함수의 최대 성분에
대하여 직교하는 방향의 보상 탐색 벡터를 유도하여 양자화 오차로 인한 성능 하락을 보상하도록 한다. 또한, 기존의 고정 학습률 대
신, 내부 순환(Inner Loop) 없는 비선형 최적화 알고리즘에 기반한 적응형 학습률 결정 알고리즘을 제안한다. 실험 결과 제안한 방식
의 알고리즘을 로젠블록 함수를 통한 비선형 최적화 문제에 적용할 시 양자화 오차로 인한 성능 하락을 최소화시킬 수 있음을 확인하

였다.

Abstract

In this paper. we propose an effective compensation scheme to the quantization error arisen from quantized learning in a 
machine learning on an embedded system. In the machine learning based on a gradient descent or nonlinear signal processing, the 
quantization error generates early vanishing of a gradient and occurs the degradation of learning performance. To compensate such 
quantization error, we derive an orthogonal compensation vector with respect to a maximum component of the gradient vector. 
Moreover, instead of the conventional constant learning rate, we propose the adaptive learning rate algorithm without any inner 
loop to select the step size, based on a nonlinear optimization technique.  The simulation results show that the optimization solver 
based on the proposed quantized method represents sufficient learning performance.
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Ⅰ. 서 론

기존의기계학습혹은비선형신호처리의경우, 부동소
수점 연산을 기반으로 연산을 수행한다. 그러나, 기계학습
과 같이 다수의 연산 모듈을 사용하여 실시간성을 추구하

는대상의경우부동소수점계산을위한연산모듈의크기

와 복잡도가 정수 연산보다상대적으로 크기 때문에 소형, 
경량의하드웨어를필요로하는분야에서는적합하지않다
[1][2].
따라서, 비트 감소, 계산 속도 개선, 가용성 확장과 같은
엔지니어링측면의 장점을제공해줄수 있는 처리 데이터

의 양자화는 다양한 엔지니어링 분야에서 연구되었다. 통
상적인 경우, 양자화된 도메인의 학습 방정식은 파라미터
의 최하위 비트의 업데이트로 구현되므로, 업데이트 파라
미터에 일정한 학습 속도를 적용하는 것과동일하다. 그러
나 학습률이 일정한 일반적인 확률론적 최급 강하 알고리

즘은 1차 모멘트 수렴 혹은 분포 수렴과 같이 매우 약한
토폴로지에서최적의점으로수렴하기에성능하락을피할

수 없다[3][4][5]. 
본 논문에서는 이와 같은 양자화의 이점을 기계학습에

이식하기 위해, 양자화로 인한 성능하락을 극복하기 위한
적응적 학습률의 기계학습 적용 알고리즘을 제안하고, 이
를기반으로 양자화오차보상을위한보상알고리즘과이

를 강화학습 등의 기계학습에 도입 가능한 비선형 최적화

문제에 적용하여 제안한 양자화 오차 보상 방법론이 타당

함을 보인다.

본논문의구성은다음과같다. 2 절에서는양자화및주
요양자화연산에대한정의를두고, 3 절에서는양자화기
반 최급 강하법의 정의와 적응적 학습률의 기계학습 정의

를 위한 알고리즘을 제안하고 4절에서는 양자화 기계학습
시발생하는양자화오차보상알고리즘을설명한다. 5절에
서는 제안한 기법의 성능을 실험을 통해서 확인하며. 마지
막으로 6절에서는 본 논문에 대한 결론을 맺는다.

Ⅱ. 양자화 및 주요 양자화 연산 정의

1. 양자화 연산의 정의와 특성

먼저 변수 ∈R의 양자화의 정의를 위해 다음과 같이

정수화를위한아래자리수버림을 (Round-off) 다음과같
이 정의한다[3].

 
(1)

식 (1)에서기호 는자리버림연산을나타내는것

으로서  보다 작은 정수 값 중 가장 가까운 값을 가지는
것으로정의한다. 이를 사용하여 다음과 같이 가우스 기호
(Gauss symbol)를 정의한다[3].

(2)

이를 사용하여 의반올림연산을 으로 정의하면, 자
리오차 (round-off error) 는 ∈R 로정의된다. 
또한, 임의의실수열 , ∀∈N, ∈R에대하여각 에

대한 자리 버림을 로 나타낼 수 있다고 하면

(3)

이에, 식 (1),(2)의정의를사용, 다음과같이양자화연산
을 정의한다.

(4)
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식 (4)에서 는양자화계수로서양자화의수준을결정

한다. 예를 들어,  수준의 고정 소수점으로 양자화를
수행하려고한다면  로결정된다. 편의상양자화계

수는양의정수로놓는다 (∈Z,  ). 특정정수의가
우스기호없이양자화를표현하기 위하여자리오차를도

입하여 식 (4)를 다시 쓰면 다음과 같다.

(5)

식 (5)에서 ∈R이지만, 
  ․  ∈Z이다. 따라

서 는단순히양자화가정수화를의미하는것이아닌고

정 소수점의 형태까지 의미하며 자리오차 의 범위는

∈R 
 

 R ․ 
․ 

 

이 된다. 
양자화연산의 4칙연산을고찰해보면, 먼저, 식 (3), (4)
와 같은 특성을 가지지만, 나눗셈의경우는 양자화된 값으
로나타나지 않을 수있으므로이를다음의형태로 생각한

다. 정수 ∈Z에 대하여 몫과 나머지를 생각하면 의

나눗셈은 다음과 같이 표현할 수 있다. 

(6)

식 (6)에서몫은 , 나머지는 가된다. 식 (6)에

서 가우시안 연산을 적용, 몫과 나머지를 살펴보면

(7)

위에서 임을알수있다. 반면, 식 (6)에대
하여 반올림 연산을 적용하면

(8)

그러므로

(9)

식 (6)에서나눗셈연산에서추가로 1 혹은 0이더해져야
할조건은다음과같다. 가우스기호의정의에따라 1이되
기 위해서는 다음의 조건을 만족해야 한다.

(10)

특별히  이어서 의 경우에 이를

로확장하는경우의연산은다음으로나타난다. 

(11)

식 (9), (11)에의하여나눗셈의양자화는다음과같이유

도된다. 먼저, 다음값을갖는함수 을정의하자.

(12)

식 (37)를사용하여나눗셈에대한양자화를해석하게되
면 다음과 같다.

(13)

그러므로, 나머지값의분포에따라양자화시, 가장작은
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값이 1 혹은 0을 가지게 된다. 

2. 양자화된 학습방정식과 양자화 특성

기계학습의학습방정식에양자화를적용하게되는경우

를 분석하자, 먼저, 에 대하여 다음과 같은 형태의

학습 방정식이 주어졌다고 가정한다.

(14)

식 (14)에서 ∈R n은 탐색방향 벡터이고 ∈R 은

학습률이며 ∈R는 시간에 대한 파라미터이다. 식 (14)에
서 의 양자화를 

≡ 로 정의한다. 이때 우리의 목표

는학습방정식에서도출된수열 


  

∞
이모두양자화되

는 것이므로 각 t에 대해 양자화된 
에서 

 를 얻도록

하면, 다음의 양자화된 학습 방정식을 얻게 된다. 

(15)

학습률 ∈R와 탐색 방향 벡터 ∈R가 각각 스칼라

및 벡터이므로,   
로 만드는 양자화는 구현이

어렵다. 그러므로, 최적의 학습률을 선 탐색(Line Search) 
알고리즘을 통해 구하더라도, 이를 양자화가 가능하도록
다시계산해주어야한다. 만일단위양자화탐색방향벡터

가 유리수로 잘 정의되었다면(i.e. 


∈Q), 번째 전체

데이터집합 반복 수행 (Epoch)에서 내부 반복 지표 (Inter- 
nal Epoch index) 에 대하여 출력하는 함수 ∈Z, 

  를놓고이를사용하여학습률 를  


로 놓으면 양자화된 갱신항은 다음과 같다. 

(16)

이때,  번째 반복(Iteration)에서 내부 반복 지표(Internal 
iteration index) 에대하여출력하는함수 ∈Z, 

 를 놓고 이를 사용하여 학습률 를  
로

놓으면 갱신항은 다음과 같다

(17)

식 (37)을잘정의하여 


∈Q가되도록양자화를잘

정의하였다면 (혹은, 연산기내부특성을통해이렇게정의
될 수 있다고 하면) ∈Z이므로

(18)

식(37) 에서, ∈Z  가되며, 잘정의된 


∈Z

을 기본양자화탐색방향벡터라고하고다음과같이정의
한다.

(19)

식 (19)를 사용하여 식 (17)을 다시 정의하면

(20)

식 (20)에서 ∈Z 이고, h∈ 이므로 유리수

체의 정의에 의하여 갱신항은 양자화 계수에 의해 해상도

가정의되는유리수가된다. 따라서, xt∈Q n⊂R n인경우, 

학습방정식에서생성된수열 은유리수집합의부분집합

이므로, 모든 학습반복 (Iteration)에 대하여 양자화된 값을
가지는 학습 방정식의 유도가 가능하다.

Ⅲ. 양자화 기반 최급 강하법과 적응적
학습률의 기계학습 적용 방법

식 (16)-(20)을통해양자화된갱신항을정의할수있게되
면, 식 (15)에의하여양자화된변수는모든 t∈Z에대하여, 
xt∈Q n을 유지하게 되어 양자화 기반 최급 강하법을 기계

학습에적용할수있다. 그러나, 학습률 
는다음의정의에
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그림 1. 기존 비선형 최적화 기법에서 사용되는, 학습률 선택을 위한 내부
루프를 통해 결정되는 적응적 학습률 기반 학습 알고리즘

Fig. 1. The learning algorithm including the adaptive learning rate 
selected through an inner loop based on a conventional nonlinear 
optimization technique

그림 2. 제안한내부루프없는비선형최적화기법에기반한적응적학습률
을 포함한 학습 알고리즘

Fig. 2. The proposed learning algorithm without the inner loop for 
selection of the adaptive learning rate  based on a nonlinear opti-
mization technique

따라, 매전체 데이터집합 반복수행에 대하여경사 도함수
방향으로 목적함수 fxt

Qt
Qht

Q 를 최소화시켜야 한다. 

(21)

그러므로식 (21)의과정은기계학습시, 최적의학습률을
찾기 위한 내부 루프 (Inner-Loop)를 필요로 하게 되어 전
체 데이터 집합때 마다, 내부적으로 반복 수행을 해야 한
다. 특히, 양자화를 사용하는 기계학습의 경우, 양자화 오
차에서 파생되는 학습 오차가 데이터당 반복 (Iteration)혹
은 전체 데이터 집합 당 반복(Epoch)에서 더욱될 수 있으
므로, 학습오차를최소화시킬수있는최적학습률을내부
루프없이계산할수있는알고리즘이필요하다. 기존기계
학습에서는 적응적 학습률을 구현하기 위하여 일반적으로

Newton-Rapson 최적화법에 기반한 알고리즘 (AdaDelta, 
AdaGrad, ADAM등)이존재했으나이들 역시, 근사 Hessi- 
an을 사용하여 경사 도함수의 적용 비율에 대한 변화만을
주었을 뿐, 근본적으로 일정한 학습률을 사용하였다[6][7][8]. 
때문에, 현재 제안된 거의 대부분의 확률적 최급강하법에
의한 학습 방정식으로는 전체 데이터집합 반복 수행에서

국소적으로도 점근적인 수렴성(Asymptotically Convergen- 
ce)을 Hessian의최대값제한과같은 완비성조건(Compact 
Condition)이 없이는 완전히 보장할 수 없다. 
그러므로, 최소한 국소적 점근적 수렴성을 보장하기 위
해서는 갱신항을 포함하는 학습 변수에 대한 목적함수

fxt
Qt

Qht
Q 와 갱신항을 포함하지않는 학습변수에 대한

목적함수(Objective Function)의 차이가항상 음의 값을갖
도록 다음의 관계가 성립하여야 한다.  
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(22)

식 (22)에서 
 ∈R은내부루프반복지표 k에대

한단조감소함수이다. 따라서, 내부루프반복지시자를전
체데이터집합반복수행지시자에통합하여식 (22)을만
족하면 학습 변수가 갱신되도록 하며, 만족하지못하면변
수가 갱신되지 않도록 하고, 내부루프 지시자를 증가시켜
함수 

 가감소하도록한다. 이를도시하면그림 2와

같다. 
제안한 알고리즘에서는, 식 (22)을만족하면알고리즘은
보통의기계학습과 같다. 그러나, 식 (22)을만족하지 못하
면, 학습이이루어지지않고더작은학습률로다시학습하
는 것이기때문에 본 과정은마치 “Idle and Go”처럼 보인
다. 또한제안한알고리즘은만일, 유한한내부루프로학습
률을 찾을 수 있다면, 상대적으로 적은 전체 데이터 집합
반복수행으로 학습률을 찾을 수 있으므로 전체 학습 시간

에서 차지하는 비중이 크지 않아, 효율적으로적응적 학습
률을 구할 수 있다. 

Ⅳ. 양자화 오차 보상 방법

일반적으로탐색방향벡터 에대한양자화벡터

가 다음과 같이 구성되었다고 하자. 

(23)

식 (23)에서 는 유클리드 공간의 단위 직교 벡터로

이다. 양자화 벡터


의 성분 중 가장 크기가 큰 성분을

이라 하고 이것의 인덱스를 라 하자. 이

때, 양자화 벡터 
에서  로 놓은 것을  , 을

제외한 모든 성분이 0인 벡터를 라 하면 다음과 같다.

(24)

이를 사용하여 양자화 벡터 
를 다시 쓰면

(25)

기존의 탐색방향 벡터 
에서 가장 큰 성분에 대한

직교벡터를 구하기 위해 다음과 같이 벡터 를 놓자

(26)

식 (26)에서 ∈R는 에 대한비례상수로서 이 값을통

해 직교 벡터 를 구할 수 있다. 벡터 와 벡터 
와

직교성을 사용하여 은 다음과 같이 구할 수 있다.

(27)

(28)

그런데,  이므로 이를 그대로 학습 방정식에 적용

하게 되면 정수 값으로 연산이 이루어지지 않으므로 보상

탐색 벡터는 양자화 된 값이 아닌, 일반적인 실수 벡터가
된다. 따라서 비례상수의 양자화를 고려하여 보상 탐색 벡
터를 구하여야 한다. 식 (13)에서 

 
이므로

 
를 사용하여 정리하면

(29)

식 (29)에서 로 놓으면

(30)

식 (24)(28) 그리고 
 

이므로,
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(31)

그러므로 식 (20)를 사용하여 

의 계수를 정리하면

(32)

따라서, 식 (31), (32)을 사용하여 양자화를 하면

(33)

식 (33)에서 는 의몫이고

는 나머지이다. 나머지 부분을 다음과 같이 간략화 하면

(34)

양자화된직교보상탐색벡터는다음과같이쓸수있다.

(35)

식 (35)로구해진양자화된직교보상탐색벡터는양자화
기반최급강하법에서 

   함수가충분히작은값임에

도학습변수의갱신이 이루어지지 않는 경우 탐색 방향벡

터  대신 사용하게 된다. 이떄, 식 (35)는 양자화 계수
의스케일을가지고있으므로이를기본양자화보상탐

색벡터 zt
Q≡Qp


zy

Q로놓고 ht
Q 대신 zt

Q를사용하여탐색

한다. 이 때, 탐색결과 새로운 학습 변수로 갱신되면 다시
원래의최적화알고리즘을사용하여최적화과정을지속한

다. 

Ⅴ. 실험결과

본알고리즘의타당성을실험하기위하여대표적인비선

형 최적화 문제인 로젠브록 함수의 최적화 문제에 제안한

양자화 방식을 적용하였다. 로젠브록 함수는 얇은 골짜기
가 띠형태로 존재하고전역최소점 부근에서다수의 국소

최소점을가지는형상으로때문에각종최적화알고리즘의

성능시험에서 많이 사용된다. 특히 골짜기 영역에서는 학
습률이적절하지않거나알고리즘의완비성이떨어질경우, 
학습이 중단되거나 발산하게 된다. 또한 특정 시작점에서
는 많은 알고리즘들이 발산하거나 학습, 혹은 최소화가 중
단되는 특징이 있다[10][11]. 실험에 사용한 로젠브록 함수는
다음과 같다[6]. 

(36)

식 (35)에서 최소점은 ∈R이며 이때 함수 값은

fxyx y 이다. 알고리즘의시작점은알고리즘실

패가잘 일어나는 (-1.232, 1.212)와, 최근로젠블록 함수의
시작점으로 많이 선택되는 (-3.0, -4.0)을 사용하였다. 식

(37)의경우유리수체로정의가능하므로, 


∈Q를잘

정의(Well-defined)할 수 있다. 최적화 알고리즘은 Quasi- 
Newton 방법인 BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon 
algorithm)[4]를 사용하였다. BFGS는 Newton-Rapson 기반
의 최적화 알고리즘에서 나타나는 Hessian을 2개의 벡터
간 텐서곱으로 근사화시킨후 이를 업데이트하면서 근사

Hessian을 구하여 최적화를 수행하는 방법이다. 학습률선
택을위한방법은 Armijo Rule을 사용하였다. Armijo Rule
에 의한 학습률 선택 방법은 다음과 같다.

(37)

식 (37)에서 는 0.0095, 는 0.9를 사용하였다. 
실험환경은다음과같다. 먼저하드웨어는삼성 Exynose-5 

8-코어 CPU를탑재한 83x32(mm) 크기의임베디드보드를
사용하였다. 동시스템의 CPU는 2GHz에서동작하는 ARM 
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A15 4-코어와 1.3GHz에서동작하는 A7 4코어로이루어져
있으며 933MHz로동작하는 2GByte의 LPDDR3 메모리를
탑재하고, eMMC 5.0 HS4000 Flash Memory를저장 장치
로 사용한다. 소프트웨어 환경은먼저, OS는 우분투 18.04 
LTS이며 Python 3.7에서 numpy 및 Scipy 라이브러리를사
용하여 본 실험을 위한 코드를 작성하였다.
표 1은본논문에서제안한알고리즘에대한실험결과이
다. 표 1에서 양자화 계수 는 다음과 같이 서술된다. 먼저
Log Qp는 Qp에필요한비트수이고 Qp는실제값이다. 표
1에서 Best Epoch은 실제 최소값에 도달하기까지의 반복
(Iteration)수이며, Cost값은 알고리즘이 찾은 최소 로젠브
록함수값이다. “epsilon”은현재시간인덱스 t와 직전 시
간 t-1에서의 로젠브록 함수값의차이를 의s미한다. 이 값
이 알고리즘 정지조건인 10-3 보다 작다면, 알고리즘은 정

Log Qp Qp Best Epoch Cost epsilon Processing 
Time (sec.)

L-BFGS 43 0 0 0.68813205
4 16 1 20.91852 -1.51367 0.00797892
5 32 2 19.42276 0 0.0090034
6 64 2 19.27893 0 0.01196694
7 128 46 0 6.14E-05 0.30318999
8 256 43 0 1.53E-05 0.28124738
9 512 42 0 3.45E-05 0.28921962
10 1024 41 0 3.45E-05 0.27825594

표 1. BFGS 알고리즘과제안한알고리즘과의최적화성능: 초기값 (-1.232, 
1.212)
Table 1. Performance Comparison between the BFGS and the pro-
posed algorithm: Initial point at (-1.232, 1.212)

Log Qp Qp Best Epoch cost epsilon Processing 
Time (sec.)

L-BFGS 1730 0 1.0E-09 0.80185771
4 16 4 78.12500 -1.68307 0.01605585
5 32 9 70.75097 -0.30818 0.02991986
6 64 3 79.64070 -0.06783 0.02094483
7 128 7 68.77521 0 0.01097049
8 256 72 0 1.53E-05 0.04787230
9 512 68 0 8.59E-06 0.04221752
10 1024 66 0 8.59E-06 0.03490543

표 2. BFGS 알고리즘과 제안한 알고리즘과의 최적화 성능: 초기값 (-3.0, 
-4.0)
Table 2. Performance Comparison between the BFGS and the pro-
posed algorithm : Initial point at (-3.0, -4.0)

지한다.  실험결과, 양자화계수가 128 즉, Log Qp로서계
산된 필요 비트가 7비트일 경우, 알고리즘이 찾은 최적로
젠블록함수값은 0으로본문제에서의전역최소값을찾았
으며이때, Epsilon 값은이다. 표 1에서 7비트이상의양자
화실험결과를살펴보면양자화시반복회수가부동소수점

을 사용한 결과대비 40.4%~44.1% 정도이다. 이 영향으로
속도는 각각 2.27~2.47배 빨라진다. 이는 부동소수점을 사
용한 경사 도함수 기반 학습 방정식에서 약 50% 이상의
반복회수가 사실상무의미하게이루어짐을의미하며, 양자
화연산을통해불필요한반복을줄이고, 적절한양자화오
차보상방법이구현되면, 부동소수점연산기없이대규모
신경망 하드웨어를 임베디드 시스템에 구현 시킬 수 있음

을 보여준다.
 

Ⅵ. 결 론

본논문에서는임베디드시스템에서비선형최적화방법

론을 기반으로 양자화 학습을 최적하게 수행하기 위해 내

부 루프 없는 적응적 학습률을 사용하는 학습 알고리즘과

양자화오차를 최소화시킬 수있는보상탐색방법론을제

안하였다. 실험 결과 제안한 방법은 양자화 오차를효과적
으로줄일수 있음을로젠블록 함수를통한비선형최적화

문제를통해확인할수있었다. 향후과제로는제안한알고
리즘의수학적 분석을통한수렴성및특성분석과상대적

으로 대규모 데이터 및 대규모 기계학습 구조에서, 효과적
으로 적용됨을 보이는 것이다. 
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